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差分ソリトン方程式の話題
Topics of discrete soliton equations
神戸大学・理学部数学科　太田 泰広 (Yasuhiro Ohta)
Department of Mathematics, Kobe University
There are various methods to discretize soliton equations. One of them is
the way of constructing discrete equations satised by discrete analogues
of the solutions for continuous equations. We briey explain basic ideas





































ut = uux + uxxx
の場合、u = (12 log f)xxとおくと、ソリトン解は 1-ソリトン、2-ソリトン、N -ソリ
トンの場合それぞれ
f = 1 + e1
f = 1 + e1 + e2 + c12e
1+2




























数 F (x) = epxは微分方程式
@xF (x) = pF (x) F (0) = 1
によって特徴づけられるから、その離散類似は前進差分、後退差分、中心差分のそ
れぞれに対して、
Fk = (1 + pa)
k Fk+1   Fk
a
= pFk














x、tの差分化を k、lと書き、それらの差分間隔を a、bとすれば、ei = epix+p3i t+
(0)
i
















































の解においては指数関数の中が pix+p3i tであるので、@tと @3xがバランスするが、離
散系の場合には上記の 'iの形から、kの 1階差分と lの 1階差分がバランスするこ
とがわかる。多くのソリトン方程式の差分化において、適度に簡単できれいな差分
方程式を得ようとすると、同様の置き換えをすることになり、得られる差分ソリト











































3  23 +   

となるので、ka+ lbと ka3+ lb3が同じオーダーになる領域で、KdV方程式の解の挙
動が観察されることがわかる。この領域では、離散KdV方程式の両辺に現れる低次
















iut = uxx + 2juj2u
の場合、u = g=f とおくとソリトン解は 1-ソリトン、2-ソリトン、N -ソリトンの場
合それぞれ
f = 1 + c1;1e
1+1 g = e1








g = e1 + e2 + c12;1e
1+2+1 + c12;2e
1+2+2

























































i@tuk = uk+1   2uk + uk 1 + jukj2(uk+1 + uk 1)
が有名である。ここで、2階微分が自然な形で差分化されているのは、前進と後退の
両方の 1階差分を上手に組み合わせて 2階差分を実現することに成功しているから
である。この方程式のソリトン解 uk = gk=fkは上記の解において、指数関数 ej を
pkj exp




















































































g  h = 0
(cDx + 1)g  h = f 2
(DxDt   1)f  f =  gh
に変換される。ここで、Dは広田微分であり、多項式 P と関数 F (x; t)、G(x; t)に
対して
P (Dx; Dt)F G = P (@x   @x0 ; @t   @t0)F (x; t)G(x0; t0)

x0=x;t0=t
































(2 log f)xt   1 =  r
142 太田泰広












































((log r)t)X + u+ c = cr
2
uX =  (log r)t
となり、rを消去すればCamassa-Holm方程式























隔である。連続のCamassa-Holm方程式においては、座標変換 (x; t)! (X;T )によっ
て@X = cr@xとなって、空間座標が crでスケールされている。これに相当して離散の
場合においては、空間xを等間隔aで差分化したときに、Xは不等間隔で差分化され、
その間隔のスケールが差分間隔 kで与えられる。k番目の格子点の座標をXkと書け
ば、Xk+1 Xk = kである。kは rの差分化 rkと a2=2k   a2=4 = (c2  a2=4)rk+1rk
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